
Die Parametrizitätszahl eines Graphen 

Alexander Rosa 

Das Problem, mit dem wir uns beschäftigen wollen, hat seinen Ur- 

sprung in der Mechanik und wurde von F.EISINGER ursprünglich für 

Graphen statisch bestimmter Systeme formuliert. In diesem Beitrag 

wird das Problem verallgemeinert und der Begriff der Parametrizi- 

tätszahl eines Graphen eingeführt. *) 

1 

Unter einem Graphen versteht man stets einen endlichen ungerichte- 

ten Graphen ohne Schlingen und mehrfache Kanten. 

Es sei s eine beliebige, jedoch festgewählte natürliche Zahl. 

Wir sagen, da8 der Graph G‘' aus dem Graphen G durch eine 
Ss s 
V -Transformation im Knotenpunkte v entsteht: G' = vo), 

(1) wenn v von Grade 2 s ist, dann ist G‘' =G; 

(2) wenn v vom Grade <s ist, dann ist G'=G-v, d.h. 

G' ist der Graph, den man aus G durch intfernung des Knoten- 

punktes v und aller mit ihm inzidenten Kanten erhält. 

  

Wir benutzen die Bezeichnung 

s 8s s s Ss (6) 
Vu Vy g Cee Vy, Vy, (G))) 0+ 0)) = V4 Vp 00 eV . 

Ss 
Wenn es im Graphen V, | v (G) keinen Knotenpunkt v gibt, so 

4 aere k 

8 S . . 

daß ran + Vy vee ev, 6%) gilt, werden wir 

+ 
Ya . wv, = GV. . “Vv schreiben. 

*) Die Beweise aller in diesem Artikel enthaltenen Behauptungen sind in [1] 

zu finden, 
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Hilfssatz 1: Sind {v,}“ und {u,}] zwei Knotenpunktfolgen des 

Graphen G derart, daB 

v (6) = c+ Vv = 
VaVoees Vy VıYaes VE 

s Ss 
Vv (G) = Gt 

WU Une e eUy UzUo> > eV ’ 

dann ist 
s 
at 

S+ 
VAVaceeeV, = G . 
12 k Ups 

Mit anderen Worten, zu jedem Graphen G gibt es einen eindeutig be- 

54 
stimmten Graphen G. 

Definition 3 : Ein Graph G besitzt die Eigenschaft 

Oss wenn der Graph Gt leer ist. (Der leere Graph hat die Ei- 

genschaft 0,.) 

Definition 2: Mit dem Symbol P,(%) bezeichnen wir die 

minimale Anzahl der Kanten, die man aus G entfernen muß, um ei- 

nen Graphen mit der Eigenschaft 0, zu erhalten. (Für einen Gra- 

phen G mit der Eigenschaft 0, ist also P,(E) = 0.) 

Satz 1: Ein Graph G besitzt die Eigenschaft oO. dann und nur 

dann, wenn keiner seiner aufgespannten Teilgraphen den unteren 

Grad 2 s hat. (Dabei ist der untere Grad des leeren Graphen als 

-] angenommen.) 

Setzen wir jetzt s = 1. Aus Satz 1 ergibt sich, daß die Graphen 

mit der Eigenschaft 0, die Graphen ohne Kanten sind, und somit ist 

py (G) gleich der Anzahl der Kanten des Graphen 4G. 

Setzen wir jetzt s = 2, Da jeder Graph mit dem unteren Grad 2 2 

einen Kreis besitzt, ergibt sich aus dem Satz 1, daß die Graphen nit 

der Eigenschaft O0, die Graphen ohne Kreise (deh. die Walder) sind. 

Die Zahl po(G) ist gleich der Anzahl der unabhängigen Kreise, d.h. 

der zyklomatischen Zahl des Graphen G. 
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Im weiteren werden wir uns mit dem Fall s = 3 beschäftigen und den 

Index s einfach fortlassen. Alle angeführten Ergebnisse kann man 

jedoch entweder unmittelbar oder mit unwesentlichen Änderungen auf 

den Fall einer beliebigen Zahl s verallgemeinern. 

Also statt p3(G) werden wir nur p(G) schreiben. Die Zahl p(G) 

nennen wir die Parametrizitätszahl des Graphen G. Jede derartige 

Menge von p(G) Kanten des Graphen G, so daß der durch ihre Ent- 

fernung entstandene Graph die Eigenschaft O besitzt, nennen wir ei- 

ne T-Wenge des Graphen G. 

Das Problem kann man jetzt folgendermaßen formulieren: Für einen be- 

liebigen Graphen G ist seine Parametrizitätszahll p(G) zu bestim- 

men und mindestens eine seiner T-kWengen anzugeben. 

Für einige Klassen von Graphen ist das Problem leicht lösbar. 

So haben wir z.B. 

Satz 2: (a) Es sei K, der vollständige Graph mit n Knotenpunk- 

ten, dann ist 

p(K,) = 059). 
(b) Es sei Koon der vollständige paare Graph (m,n 2 2), 

dann ist 

p(k, in? = (m-2)(n-2) . 

(c) Es sei K der Graph, dessen Knotenpunktmenge in 
dp 

n Klassen Vjy Voseees Vn eingeteilt ist (n2 3), wobei Vi 

genau qs Knotenpunkte enthält und zwei Knotenpunkte genau dann 

durch eine Kante verbunden sind, wenn sie zu verschiedenen Klas- 

sen gehören. 

Dann ist n n 

p(K ) = a.°q. -2 Y qQ; +3. 
ala ues 1°) ma ı   

Von Interesse kann noch das folgende Ergebnis sein: 

Satz 3: Es sei G ein gegebener Graph und es sei d der untere 

Grad des Graphen G*. Dann ist 

p(@) = (957) . 
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Folgerung: Es sei G ein beliebiger Graph vom Grade s, dann 

ist 

p(@) 2 (85%). 

Bemerkung: Es ist leicht festzustellen, daß für s < 3 in dem 

letzten Ausdruck Gleichheit fiir einen beliebigen Graphen G 

vom Grade s besteht. Jedoch gilt für s2 4 im allgemeinen 

Falle die Gleichheit nicht mehr; andererseits zeigt uns die For- 

mel für p(K,)» daß im allgemeinen diese Schranke nicht zu ver- 

bessern ist. 

Wir führen noch einige Bezeichnungen ein. Die Klasse aller Graphen 

mit dem unteren Grade 3 bezeichnen wir mit t. Wir sagen, daß ein 

Graph G die Eigenschaft R (bzw. R') besitzt, wenn zwischen 

der Anzahl v seiner Knotenpunkte und der Anzahl h seiner Kanten 

die Beziehung h= 2v- 3 (bzw hs 2v- 3) besteht. 

Wir sagen, daß ein Graph zur Klasse e gehört, wenn: 

(1) & ein ebener, zusammenhängender Graph mit dem unteren Gra- 

de 3 ist; 

(2) G die Eigenschaft R besitzt; 

(3) jeder aufgespannte Teilgraph des Graphen G mit mindestens 4 

Knotenpunkten die Eigenschaft Rf besitzt. 

Die Graphen aus e sind die Graphen der sog. statisch bestimmten 

Systeme. Die Bestimmung der Parametrizitätszahl der Graphen aus € 

ist von Bedeutung für die Berechnung und Lösung dieser Systeme. 

Satz 4: Es sei G aus T und es bilden die Knotenpunkte dritten 

Grades eine äußerlich stabile menge des Graphen G. Wir bezeich- 

nen mit G; den Graphen, der aus G durch die Entfernung des 

Knotenpunktes Va entsteht. Dann gilt: 

p(G) = 1+ min p(G,; )- 
i 

Bemerkung 1: Die Behauptung des Satzes ist mit folgendem äquiva- 

lent: Es gibt eine T-Menge U des Graphen G mit den angeführ- 

ten Eigenschaften, so daß mindestens eine Kante aus U mit minde- 

stens einem Knotenpunkt 3. Grades in G inzidiert. 
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Bemerkung 2: An einem Beispiel kann gezeigt werden, daß die Be- 

dingung, daß die Änotenpunkte dritten Grades eine äußerlich sta- 

bile Menge bilden, nicht wegzulassen ist. Wenn man jedoch die 

Klasse T durch e ersetzt, bleibt die Frage über die Möglich- 

keit einer Fortlassung dieser Bedingung offen. 

Bemerkung 3: Die Parametrizitätszahl eines Graphen kann nicht 

ausschließlich mit Hilfe der Anzahl der Knotenpunkte, Kanten , 

Komponenten u.ä. ausgedrückt werden (wie es etwa bei der zykloma- 

tischen Zahl der Fall ist), wie das folgende Beispiel zeigt: 

  

Beide Graphen gehören zu e, haben dieselbe Anzahl von Änoten- 

punkten (12), von Kanten (21), dieselbe Partition (6 Knotenpunk- 

te vom Grade 3, 6 vom Grade 4), aber p(G,) = 2 und p(G5) = 1. 

In diesem Teil beschreiben wir einen Algorithmus zur Bestimmung der 

Parametrizitätszahl und einer T-Menge fiir Graphen aus T. 

Hs sei G aus T und es sei Re der obere Grad von 4G, 

Vg = {v4 sVoree+sV,} die Knotenpunktmenge von G. 

Bezeichnung 13: A. Mit Gy bezeichnen wir den Graphen, 

den man aus G durch die Entfernung des Knotenpunktes v, er- 

hält. 
. 

Be Mit Gi ins. sinndix 
+ 

dem Graphen Gi igecsines 

bezeichnen wir den Graphen, den man aus 

durch die Entfernung des Knotenpunktes 

Vix erhält. 
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Bezeichnung 2: \ 36@) bezeichne eine beliebige fest- 

gewählte Menge der Knotenpunkte vom Grade 3 des Graphen G, die 

genau je einen Knotenpunkt aus jeder Komponente Ds des von den 

Knotenpunkten 3. Grades aufgespannten Teilgraphen D(G) enthält. 

v6), S = 4yeeey Kes bezeichne die Menge aller Knotenpunkte 

vom Grade s des Graphen G, die mit keinem Knotenpunkt vom Gra- 

de 3 benachbart sind. Ferner sei 

dg 
WCG) = | ) v,(6) . 

s=3 

Bezeichnung 3: Mit Ig pezeichnen wir das System al- 

ler Knotenpunktfolgen iv,» Vasreee ey } des Graphen G mit der 

)} = 0, aber p(G, ) + 0 Eigenschaft, daß p(G, ini2e+eiz-4 i, Le ee .i2-4 iz 
+ 

wobei Yi € Weg iger eis _4)? J = 1, 2yoeey Ze 

Da G ein endlicher Graph ist, ist jede Folge aus Io und das Sy- 

sten Ig selbst endlich (dabei ist 2 im allgemeinen Falle veran- 

derlich). 

Satz 5: Es sei jeder Folge S = {v5 » Vs yee, Vz } des Systems 
rt 4 le tz 

Ig des Graphen G aus T die Zahl u(S) zugeordnet: 

n(S) = Ty tly teen + EL = 22 , 

wo ry der Grad des Knotenpunktes v. im Graphen at 
13 i, Lgesedy 4 

ist. 

Dann ist 

p(G) = min u(S). 
Se Ig   

Dieser Satz ermöglicht uns die praktische Berechnung der Zahl p(G) 

des Graphen G z.B. folgendermaßen: 

Aus G bilden wir die enge der Graphen G:G! = {G,|v, e Wo). 

Die Menge g! zerlegen wir in zwei disjunkte Untermengen: 

gl =G@ly4 G, wo G = {Gi]v, € WG), p(G,) + 0}, @! = {G, | vy € w(G), 

p(G, ) = 0}. Ist G, € @! 

zu Ig gehoren; auf diese Weise bekommen wir alle aus einem Element 

bestehenden Folgen, die zu Ig gehoren. 

fiir irgendein v,, wird die Folge {v,} 
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Weiter bilden wir die Menge der Graphen 6°: 

2_ a1 + yy. 02 _722 2 Go = {G5 44,163, eG, vi, € wa}; Go = G> +67, wo 

=2 2 ‚ır2_ ne Go = (6; 4,3, € 6“, P(G; ;,) + 0); 6° = (G5 05,1945, ea, 

p(s 4 = O}. 

Ist G. € 6° für irgendein v, , wird die Folge {vy v4.) zu 
iniz 12 

I, gehören; auf diese Weise bekommen wir alle aus zwei Elementen 

bestehenden Folgen, die zu I, gehören. 

e G°, u: HE Mana 3_ deiter bilden wir die Menge G7 = {G5 453,143, 

vi, ¢ WG 4, G?=G24G? usw. So gehen wir vor, bis wir 

ax = für irgendein k haben. Beim letzten Schritt erhalten wir 

alle aus k Elementen bestehenden Folgen, die zu Ig gehören. Das 

System I, ist fiir Graphen aus t nichtleer. 

Für jede Folge Se Ic bilden wir die Zahl u(S) und bestimmen 

p(@) als die kleinste dieser Zahlen. Ist 3° = or Waren vo} 

eine der Folgen aus Ios der die minimale Zahl 

0 oO 0 0 
HS”) = Ty +05 + eee +E - 22 

entspricht, so ist offenbar jede aus u(s®) Kanten bestehende Menge, 

die für jedes j = 1,..., 2 beliebige r? - 2 mit dem Knotenpunkte 

V5 im Graphen ce 2 inzidente Kanien enthält, eine T-Menge 
’ 

des Graphen G. 
pecey det 

Bemerkung: Bei der Bestimmung der Zahl p(G) kann es offenbar 

vorkommen, daß es nicht notwendig ist, alle Folgen aus Ig zu 

konstruieren. Ist z.B. {v} € Ig und ist r der Grad von v 

in G, dann gentigt es, alle Folgen aus I, mit höchstens r-3 

Elementen zu konstruieren. 

Das ergibt sich daraus, daß u(5) = IT #+ Io tet tr, - 222 32-22 =2 

für jedes S = {vais Yen vi) € I, ist (da ry 2 3), und in 

unserem Falle ist offenbar p(G) < u({v}) = r- 2. Ähnlich, ist 

{v; »vo} € Io und sind Tar Lo die Grade der Knotenpunkte v4 bzw. 

Vo im Graphen G bzw. im Graphen Gye so genügt es, alle Folgen 

aus Io mit höchstens Ty + Lo - 5 Elementen zu Konstruieren usw. 
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