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wir betrachten endliche ungerichtete schlingenlose Graphen (X,U) 

ohne liehrfachkanten mit der Eckenmenge X und der Kantenmenge U; 

dabei unterscheiden wir zwei Arten von Kanten, nämlich weiche Kanten 

(Elemente von Ü ) und harte Kanten (Elemente von U ), wobei 

Nn 

usvuUutv, Unt=g. 

Wir bezeichnen nit ML) = U die Anzahl der weichen Kanten des 

Graphen I, mit En einen leeren (kantenlosen) n-eckigen Graphen 

und mit Fa einen vollständigen n-eckigen Graphen. Sind in einen 

Ba alle Kanten hart, so werden wir, um diese Tatsache zu betonen, 

schreiben. Der Nullgraph E, (= Fy ) sei ein Graph mit X = Q, 

ß. 

Unter einem teilweisen Homomorphismus > : L’> L! eines Graphen 

L=(X, Tu U) auf einen Graphen L' = (X', TI yo ) versteht 

man eine eindeutige Abbildung $ einer bestimmten Teilmense YCX 

auf die ganze lienge X', welche folgende Bedingungen erfüllt: 

Fy 

U = 

  

(a) vx, ye Y¥ {((x,y) € Us 

($(x),o(y)) € UYU TV ofx) = oy} , 

(b) Vx, y € ¥ {(x,y) € U > (¥(x),¥(y)) € TY}. 

Nach (b) ist das vollständige Urbilä (im folgenden abgekürzt durch 

v.U.) einer Ecke z'! e X' ein Graph ohne harte Kanten (unter dem 

v.U. von 2' versteht man entweder die Eckenmenge yTkzr) oder 

auch den von dieser üenge erzeugten Untergraphen von L ). 

Ein teilweiser Homomorphismus 4 : L> Fy heiBt ())-Farbung 

(i, j 2 0) des Graphen L, wenn 

* 
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1) genau gj Ecken von X auf die Ecken von Fy abgebildet 

werden; 

2) das v.U. einer Ecke von eS stets ein leerer Untergraph 

von L ist; 

3) das v.U. des ganzen By keine harte Kante besitzt. 

Wir betrachten zwei (})-Färbungen bys 5 eines Graphen 

L = (X,U) als identisch, falls die lenge Y der gefärbten (d.h. 

der Abbildung unterworfenen) Ecken in beiden Fällen dieselbe ist 

und 

vx,yeY {9,&) = um) L,X) = bo(y)} . 

Die Anzahl der verschiedenen (})-Färbungen eines Graphen L be- 

zeichnen wir mit rt); dabei setzen wir 

rin.) =0, falls i>OVj>0; 

oct) 1, 

. für alle L, 

r}(L) u 0, falls i>jVj>|x| 

Hin teilweiser Homomorphismus ¢ : Lo F, heißt (})-Zusammenzie- 

hung des Graphen L = (X,U), wenn 
  

4) genau gj Ecken von X auf die Ecken von F, abgebildet 

werden; 

2) das v.U. einer Ecke von F, stets ein zusammenhängender 

Untergraph von L ist; 

3) vx', y'é F; {x' #y' = 

vx € O7(xt) vy € oy") [(xsy) € UJ}. 

Wir betrachten zwei (?)-Zusammenzi ehungen b, und d, eines Gra- 

phen L als identisch, falls die Urbildmenge Y dieselbe ist und 

vr, yEer (u) =) Yo) = Hof} - 

Die Anzahl der verschiedenen (?)-Zusammenziehungen eines Graphen L 

bezeichnen wir mit ng(L); dabei setzen wir 
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hie.) = 0, falls i>0V35>0; 

202) 
h}(L) 

ut 1, 

O, falls i> jV gj> |X| 
fur alle L. 

Um die Zahlen ri(L) und ng(L) für einen gegebenen Graphen L 

zu finden, wenden wir ein rekurrentes Verfahren an. 

Sei L= (X, Tu U) ein Graph mit n(L) > O und mit geordneter 

Menge T, und sei u= (x,y) die erste weiche Kante. 

Dann definieren wir: 

L, = (X,(U = {u}) u 0) 

(L nach Weglassen der Kante u); 

Ly = (x,(U - {u}) u (Wu {u))) 

(L nach "Hartung" der Kante u); 

Lg = (Xg +Ug) 

entstehe aus Ly folgendermaBen: Die beiden Ecken x, y werden 

durch eine neve Ecke xy ersetzt, welche zu genau denjenigen 

Ecken z € X = {x,y} benachbart sein soll, welche in L zu min- 

destens einer der Ecken x, y benachbart sind; dabei soll eine 

Kante der Art (xy,z) in L genau dann hart sein, wenn minde- 

stens eine der beiden Kanten (x,2) und (y,z) in L hart ist; 

I, = &y - {xy}, YD) 

(Lg nach Weglassen der Ecke xy). 

Die Beziehungen zwischen dem ursprünglichen Graphen L und den er- 

haltenen Graphen Lys Io» Lg» DL sind in Abb. 1 illustriert. In je- 

dem der erhaltenen Graphen können die verbliebenen weichen Kanten in 

beliebiger Weise geordnet werden. 

Dann gilt: 

mL) + 0» rP(L) = nie) - Ta) at), 
. inj 

e;(L)-rf(B;) = e,(L)- 9; m(L) = 0 + rf(L) 
(1) 
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wobei e,(D) die Anzahl der in L enthaltenen Untergraphen der 
ios 

Form E; bezeichnet; die 2 sind die Stirlingschen Zahlen zwei-   

ter Art, d.h. die Koeffizienten der Zerlegung der Potenz td nach 

verallgemeinerten Potenzen 

6 24, 6D 26, I = b+), 2, 
66D) 2 & (G-1)(t-2) 00. (H+947) 

der Variablen t. 

4t4 WV 

x y x y x y xy 

Lo Le Le “Ly L 

Abb. 1 

Wir führen ein Polynom R zweier formaler Variabler u, v ein: 

RL) = pb rin) yh) vo. 
i,jJ20 

(i) yd Wenn wir beide Seiten von (1) mit u multiplizieren und 

über alle i2 0, j2 O sumieren, so erhalten wir 

ML) #0 » R(L) = R(L,) - VR(Lg) + vR(Iy) 

(Rekursionsgleichung), 

~ oo: (2) 
mL) =O*R(L)= ) e(L) ww 

io 

(Anfangsbedingung) . 

Ahnliche Uberlegungen liefern 

ML) # 0 = hY(L) = n(z,) + ndTen,) - nen ) 
L Lvs 1 B 1 \’? (3) 

RL) = 0 = nf) 2,1). od, 

wobei 2,0 die Anzahl der in L enthaltenen Untergraphen der 

Form F. bezeichnet und 

: 41, falls i=j, 
5) - 

ı {; falls i + j. 
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Indem wir weiter das Polynom 

HL)= IL on) . WW 
i,.J 0 

der formalen Variablen u, v einführen, erhalten wir aus (3): 

mL) + 0 *H(L) = H(L,) + vH(lg) - vH(L,) 

(Rekursionsgleichung), (4) 

H(L) = 0 = H(L) = LY £,(L)-utv? 
120 

(Anfangsbedingung ). 

Also können wir R(L) mittels der Zerlegungsoperation 

L~ {l,, Ip» Lu} 

und H(L) mittels der Zerlegungsoperation 

Lo {Irs Lg» L, } 

bestimmen. Es bleibt nur die Aufgabe, beide Operationen, die entspre- 

chenden Rekursionsgleichungen sowie die Anfangsbedingungen so zu ver- 

einigen, daß die gleichzeitige Errechnung von R(L) und H(L) mit- 

teils der einzigen Zerlegungsoperation 

L> {Lys Ir» Ip» DL } 

durchgeführt werden kann, ohne die Graphen der Form I, und D in 

den Zwischenstadien doppelt berücksichtigen zu müssen. 

Es sei K ein assoziativer kommutativer Ring mit den Erzeugenden 1 

(der Einheit), u, v und a unter der Bedingung aw? sa. Wir setzen 

®(L) = wR(L) + (1-«) H(L). 

Dann gilt: 

ML) + 0 = @(L) = a@(L,) + (1-0)@(L,) 

+ (1-20 )ve(Lg) + (20~1)v@(Iy)s 

ML) = 0 @(L) =a YF e,(Lulv) + 1) Li, Wulv. 
i20 i>0 
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So gilt z.B. für den in Abb. 2 dargestellten Graphen L (wobei wir 

die links gezeichnete weiche Kante als die erste ansehen): 

a(PY = EN + 1 - o OCP) + 1 - a)ve( A) + 

(20 - Wvol]) = ale) + 1 - WEM + ...] +... = 

Ede) + 0 + 0. + wee = a[laRld 0) + (1 - HCO) + oe] + 

2 

+ 

aR( Te) +0 +... =0(1 +4uv + mu ve + wv) + oe. = 

“(1 + 4uv - 2uv® + 4uev® - ur? + ur?) + (1 -0)(1 + 

+ 4uv + 2uv® + 4ucv® + Zuev? + uw? + uty? + uty) 

i=0, j=0: D 6 / | 

a d 

t sae 

    

i=1, j=1: a b c d Abb. 3 

i=1, j=2: ab cd 

b 6 c 

i=2, j=2: | 6 —_-=C / | 

a d 

. . c cd b 

im2, j=3: ba _— “Ny 

  i=2, j=4: ab cd 

bowen C 

i=3, j=3: | / 

a 

im 

i=3, j= _“ 

  
Abb. 2 
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(der Leser kann alle nicht explizit ausgeführten und durch Pünktchen 

ersetzten Umformungen selbständig einfügen). Daraus folgt 

RL) =1 + 4uv - 2uv® + 4uey? - ...21+ gully - au 1942 + 

+ 4(u(2 + uMyy2 =... 274 ur a 2ulDy? 4 uu y? 44 

+ 2 I + u Pr, 

H(L) = 1 + 4uv + 2uv? + 4u@v? + juev3 4 uevt + uy? + wy? . 

Alle Zusammenziehungen und Eckenfarbungen von L sind in Abb. 3 

bzw. Abb. 4 dargestellt. 

Den C b c b c b 

j=1, jal: | / 7 

d a 

i=1, j=2: 

f @ 

  

N     

NI
 

    

  

        

a @ 

b c Ob c ® cb C 

i=2, j=2: | WA 

d (a [a] a [aq] a 

i=2, j 93: 

a @ a [a] 

|b | c 

ia}, j =3: 

© Abb. 4 

Die ausführliche Darlegung der Beweise ist in folgender Arbeit ent- 

halten: 
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