Rekurrente Anzahlbestimmung von unvollstandigen
Eckenfdrbungen und teilweisen Zusammenziehungen
von Graphen

Alexander A. Zykov

Wir betrachten endliche ungerichtete schlingenlose Graphen (X,U)
ohne Mehrfachkanten mit der Eckenmenge X und der Kantenmenge Uj;
dabel unterscheiden wir zwei Arten von Kanten, ndmlich weiche Kanten
(Elemente von T ) und harte Kanten (Elemente von U ), wobei

~

T=UUT, UnT=¢.

Wir bezeichnen mit m(L) = I%] die Anzahl der weichen Kanten des
Graphen L, nit En einen leeren (kantenlosen) n-eckigen Graphen
und mit Fn einen vollsténdigen n-eckigen Graphen. Sind in einem

Fn alle Kanten hart, so werden wir, um diese Tatsache zu bebtonen,

schreiben. Der Nullgraph & (= F ) sei ein Graph mit X = @,
B

Unter einem teilweisen Homomorphismus ¢ : L'-» L' eines Graphen

L = (X, T u U) auf einen Graphen L' = (X', Tty T ) versteht
man eine eindeutige Abbildung ¢ einer bestimmten Teilmenge Y & X
auf die ganze lienge X', welche folgende Bedingungen erfiillt:

Fn
U =

(a) VYx, y € ¥ {(x,5) € U=
() ,b(y)) € T U T' V ¢x) = o)} ,

(b) Vx, y € ¥ {(x,7) € U =» (¥(x),¥(y)) € U'} .

Nach (b) ist das vollstindige Urbild (im folgenden abgekiirzt durch
v.U.) einer Ecke 2z' € X' ein Graph ohne harte Kanten (unter dem
v.U. von 2' versteht man entweder die Eckenmenge ¢-1(z') oder
auch den von dieser uenge erzeugten Untergraphen von L ).

Ein teilweiser Homomorphismus ¢ : L - Fi heiBt (g)—Férbung
(i, j =2 0) des Graphen L, wenn

"
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1) genau J BEcken von X auf die Ecken von Fi abgebildet
werden;

2) das vVv.U. einer Ecke von Fi stets ein leerer Untergraph
von L 1ist;

3) das v.U. des ganzen Fi keine harte Kante besitzt.

Wir betracinten zwel (g)-Férbungen ¢1, 4¢2 eines Graphen

L = (X,U) als identisch, falls die uenge Y der gefdrbten (d.h.
der Abbildung unterworfenen) BEcken in beiden Fdllen dieselbe ist
und

Vx, y €Y {¢1(X) = ¢1(Y) ®¢2(x) = ¢2(3')} .

Die Anzahl der verschiedenen (3)—Férbungen eines Graphen L be-
zeichnen wir mit rg(L); dabei setzen wir

r(B)) =0, falls 1>0V j>0;

I‘g(L) Ty

. fir alle L,
(1)

1]

0, falls i> jVv j> |x|

Ein teilweiser Homomorphismus ¢ : L - Fi heilt (g)—Zusammenzie—
hung des Graphen L = (X,U), wenn

1) genau J BEcken von X auf die Ecken von ﬁi abgebildet
werden;

2) das v.U. einer Ecke von Fi stets ein zusammenhdngender
Untergraph von L ist;

3) vx'y, y' e Ei {x**y' =
v € ¢"T(x') vy e 4Ny [(x,7) e U]},
Wir betrachten zwei (g)-Zusammenziehungen ¢, und ¢, eines Gra-
phen I als identisch, falls die Urbildmenge Y dieselbe ist und

Vi, ¥ € Y {4q(x) = 94(3) (X)) = bp(3)}-

Die Anzahl der verschiedenen (g)-Zusammenziehungen eines Graphen L
bezeichnen wir mit hg(L); dabei setzen wir
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hd(E)) = 0, falls 1> 0V j> 0 ;

B
by (L)

1]

1,
O, falls i> jVv j> |¥X|

} fir alle L.

Um die Zahlen rg(L) und hg(L) fir einen gegebenen Graphen L

zu finden, wenden wir ein rekurrentes Verfahren an.

Sei L = (X, Tu U) ein Graph mit 'B(L) > 0 und mit geordneter
Menge %, und sei u = (x,y) die erste weiche Kante.

Dann definieren wir:

I, = T - {u)u D
(I nach Weglassen der Kante u);

I = (X,(U - {u})u @u ()
(I nach "Hartung" der Kante u);

L[3 = (XB’UB)

entstehe aus La folgendermaBen: Die beiden Ecken x, y werden

durch eine neue Ecke xy ersetzt, welche zu genau denjenigen

Ecken 2z € X - {x,y} benachbart sein soll, welche in L zu min-
destens einer der Ecxken x, y benachbart sind; dabei soll eine

Kante der Art (xy,z) in L genau dann hart sein, wenn minde-
stens eine der beiden Kanten (x,z) und (y,2z) in L hart ist;

IQ\=(XB—{X.Y}’U}‘)

(LB nach Weglassen der Ecke xy).

Die Beziehungen zwischen dem urspriinglichen Graphen L und den er-
haltenen Graphen La’ Lg, LB’ LA sind in Abb. 1 illustriert. In je-

dem der erhsltenen Graphen konnen die verbliebenen weichen Kanten in

beliebiger Weise geordnet werden.

Dann gilt:

mD) # 0 = 2D = rf(xy) - =@y + f @),

. ind
o5(L)-7{(B;) = e5(L)- e,

B(L) = 0 » £(L)

)
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wobel ej(L> die Anzahl der in I enthaltenen Untergraphen der

103
Form Ej bezeichnet; die Ai? sind die Stirlingschen Zahlen zwei-

ter Art, d.h. die Koeffizienten der Zerlegung der Potenz tj nach
verallgemeinerten Potenzen

£0) 24, £ 2 g, () 2 pe-), ...,

603 2§ (6=1)(5=2) ..u (B=g+1)
der Variablen t.

44V
x y X y X y Xy
’—.
Ly Le Lg Ly,

L
Abb. 1

Wir fiihren ein Polynom R 2zweier formaler Variabler u, v ein:

R(L) = Y rg(L) u(i) v
i,J=0
(1) 43

Wenn wir beide Seiten von (1) mit u multiplizieren und

tiber alle i 2 0, j=2 O summieren, so erhalten wir

N

(L) # 0 =» R(L) = R(Ly) = VR(Lg) + VR(Ly)
(Rekursionsgleichung),
S (2

MWL) = 0= R@) = ¥ e (L) ut vt
i 0

(Anfangsbedingung) .
Ahnliche Uberlegungen liefern

L) # 0 = hg'(L)

. o A
hJ(L,) + b7 (Tg) - biTH(L,), -

T(L) = 0 = hI(L) £,1) - 8d ,

wobei fj(L) die Anzahl der in I enthaltenen Untergraphen der
FPorm F. bezeichnet und

. 1, falls i =],
89 =

1 0, falls i # j.
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Indem wir weiter das Polynom

HL) = £ hi@) . ot v
1+d ©

der formalen Variablen u, v einfiihren, erhalten wir aus (3):

m(L) # 0 = H(L) = H(L,) + VH(Lg) - VH(L,)
(Rekursionsgleichung), N X )
BIL) = 0= H(L) = ¥ £;@L)-uv"
(Anfangsbedingung)i.ZO )

Also konnen wir R(L) mittels der Zerlegungsoperation
L—'{Loc’ LB’ 17\}

und H(L) mittels der Zerlegungsoperation
L"{Lcs Lﬁv 19\_}

bestimmen. Es bleibt nur die Aufgabe, beide Operationen, die entspre-
chenden Rekursionsgleichungen sowie die Anfangsbedingungen so zu ver-
einigen, daB die gleichzeitige Errechnung von R(L) und H(IL) mnit-
tels der einzigen Zerlegungsoperation

L~ {L(X.’ Lc’ LB’ LA }
durchgefiihrt werden kann, ohne die Graphen der Form LB und pk in
den Zwischenstadien doppelt beriicksichtigen 2zu miissen.
Es sel K ein assoziativer kommutativer Ring mit den Erzeugenden 1
(der Einheit), u, v und o unter der Bedingung @® = . Wir setzen

®(L) = aR(L) + (M=) H(L).

Dann gilt:

WL) # 0 =» B(L) = a@(Ty) + (1-0)2(Ly)
+ (1-2)ve(Lg) + (2=1)ve(Ly),

WL) = 0= e(L) =a ¥ e (Wulvt + (1<) ¥ £, @)ulvl,
iz0 iz0
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So gilt z.B. fiir den in Abb. 2 dargestellten Graphen L (wobei wir
die links gezeichnete weiche Kante als die erste ansehen):

(P = (PP + (1 - )PP + (1 - m)ve(A) +
(2o = Dve( ) = «[oaa(PP) + (1 = )BT + «ve] + ouu =

a@(g7) + 0+ seu + oo =a[aR(PD) + (1 = WH(ZR) + o201 +
2

+

aR(:?t) + 0+ oo = a1 + 4uv + 4u Ve o+ wvd) # ... =

o(1 + 4uv - 2uv2 + 4u2v2 - u2v3 + u3v3) + (1 -a)(1 +

+ 4uv + 2uv2 + 4u2v2 + 3u2v3 + uav4 + u3v3 + u3v4)

i=0, j=0: %) "7°

a d

+ eee

=1, j=1: a b c d Abb. 3
i=1, =2 ab cd

b c ¢
i-z‘jnz: I b e— / I
a d

, , ¢ cd b
i=2, j =3 ab/ a/ \cd

(=2, j=4: ab cd

D e ¢
i=3, j=3: I /

a

b\\\\\
l"3, j-4: /cd

Abb. 2
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(der Leser kann alle nicht explizit ausgefiihrten und durch Piinktchen
ersetzten Umformungen selbstédndig einfiligen). Daraus folgt

R(L) =1 + 4uv - 2uv2 + 4u2v2 - ase =1 + 4u(1)v - 2u(1)v2 +

+ 4(u(2) + u(1))v2 - ees =1 + 4u(1)v + 2u(1)v2 + 4u(2)v2 + +

+ 2u(2)v3 + u(3)v3,

H(L) = 1 + 4uv + 2uv® + 4ulve 4 3u2v3 + uvt 4 w33 s Wit

Alle Zusammenziehungen und Eckenfdrbungen von L sind in Abb. 3
bzw. Abb. 4 dargestellt.

b c ® c b DI
i=1,f=1: ////’ ////,
d

o @/@ /@
2}

i=2, ] =3:
@/@ 7 @

j=3, j=3

O, Abb. 4

Die ausfiihrliche Darlegung der Beweise ist in folgender Arbeit ent-
halten:
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